Environment. Technology. Resources. 2003
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Abstract

In this paper we describe Hopf point analysis for several systems of ordinary and time delay differential
equations which encode the most important assumptions concerning anguigenesis processes induced by tumours
It is shown that in most cases Hopf points exist only if time delays are nonzero and for most nonzero time delays
there are Hopf points in these families of models.
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levads

Angiogenéze jeb asinsvadu tikla attistiba ir visparatzits svarigs faktors cieta véza
audz&ja dinamika [1]. Saja raksta més modeléjam angiogenézi ka zemak aprakstitu
apaks§procesu superpoziciju. V&za audzg€ja Stunas var dalities vai mirt — notiek audzgja Stinu
proliferacijas un naves procesi. Sasniedzot noteiktus izmérus un, attiecigi, noteiktu kritisku
tilpuma un virsmas laukuma attiecibas vértibu, véza audzgjam sak pietrukt skabekla un
baribas vielu — iestajas audz&ja hipoksija. Sada stavokli véza audzéja $inas sintezé un izdala
proteinus, kas stimulé nenobrieduso asinsvadu formaciju tadgjadi palielinot audzgja
asinsapgadi [2]. Viens no svarigakajiem $adiem proteiniem ir VEGF (vascular endothelial
growth factor). VEGF koncentracijas palielinaSanas izraisa nenobriedusos asinsvadus
veidojoso endotelialo §tinu pastiprinatu vairosanos, palielina brivo endotelialo $tinu mobilitati,
kas rezultata izraisa pastiprinatu nenobrieduSo asinsvadu veidoSanos - formaciju. VEGF ari
nodroSina nenobrieduso asinsvadu integritati, un ta nepietickamiba izraisa nenobrieduso
asinsvadu sabrukSanu jeb regresiju [3]. Papildus tam véza audz&ja Stnas izdala Angl
proteinu, kas saista Tie2 receptoru un paatrina nenobrieduso asinsvadu nobrieSanu jeb
maturdaciju [4]. NenobrieduSos asinsvadus veido endotelialas Stinas un nobriedusie asinsvadi
tiek iegtiti no nenobriedusajiem maturacijas procesa, kura nenobriedusajiem asinsvadiem tiek
pievienots pericitu slanis. Ped€jais apakSprocess, kas tieck modeléts Saja raksta ir nobrieduso
asinsvadu pericitu slana atdaliSanas jeb nobriedusSo asinsvadu destabilizacija. Nenobrieduso
asinsvadu un véZa audzg€ja Stnas izdala Ang2 proteinu, kas bloké Angl-Tie2 saiti, tadejadi
apturot angiogengzes procesu un izraisot pret€ju procesu — nobrieduso asinsvadu
destabilizaciju [5]. Angl/Ang2 attieciba nosaka to, kur§ no procesiem domin€ — maturacija
vai destabilizacija.

Jaatzim¢ ir ari tas, ka visi angiogenézes apakSprocesi notiek ar laika aizturi, kuras
vertiba ir dazada dazadiem apakSprocesiem. Vislielaka zinama laika aizture angiogen&zg ir
asinsvadu dinamika, visas zinamas laika aiztures veértibas proteinu indukcijas procesos ir
ievérojami (vairak neka 10 reizes) mazakas neka tipisks laika intervals, kura var notikt
asinsvadu sist€mas izmaina.

Eksperimentalu pétijumu [6] un diskrétu modelu analizes rezultata [7] ir iegiti
noverojumi, ka noteiktos apstaklos un stadijas véza audz€ja izmé&ri nav monotoni augosas
laika funkcijas, bet tiem ir svarstibu raksturs. Acimredzami, no mediciniskiem apsvérumiem
ir skaidrs, ka oscil§joSs véza audzgja stavoklis ir labaks neka monotoni augoss, tapéc, ka
oscilacijas pagarina slimibas neterminalo stadiju. M@s varam uzdot jautajumus par to, kadi
nosacijumi un atgriezeniskas saites ir svarigas, lai oscilacijas biitu iesp&jamas, un vai ir
iesp&jams ar terapeitiskam metodém uzturét véza audzg&ju oscilejosa stavokli neierobezoti ilgi.
S1 vélme stimulé mis definét vienkarSus angiogenézes modelus ka parasto pirmas kartas
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diferencialvienadojumu sistémas (PDVS) un parasto diferencialvienadojumu sist€émas ar laika
aizturi (PDVSLA). Misu viedoklis ir tads, ka jebkura sapratiga parcialo
diferencialvienadojumu sist€mas reprezentacijas vai citas reprezentacijas redukcija uz parasto
diferencialvienadojumu sist€émas reprezentaciju angiogenézes procesiem saglabas aprakstitas
pamatipasibas.

Saja raksta més defingjam vairakas daudzparametru PDVS un PDVSLA saimes, kuras ir
iekodeti vissvarigakie zinamie fakti un pien€mumi par véza audz€ja izraisitajiem
angiogenézes procesiem. Misu viedoklis ir tads, ka par Siem modeliem ir vérts uzdot
kvalitativus jautajumus par sistémas uzvedibu lokali attieciba uz laiku. Sadu jautdjumu
pieméri ir nekustigie punkti un to stabilitate un Hopfa punktu eksistence. Sakara ar to, ka mes
esam ieinteres€ti veza audz€ja un apkart§jas asinsvadu sisteémas periodiskas vai
kvaziperiodiskas uzvedibas izp&t€, mes analiz€§jam Sos modelus attieciba uz Hopfa punktu
eksistenci (skat. III nodalu). Miisu mérkis ir noteikt, vai Hopfa punkti eksisté dotaja modeli.
Mgs paradam, ka netriviali Hopfa punkti eksiste tikai modelos, kuros ir laika aizture. Papildus
tam, m&s paradam, ka visi biologiski iesp&jamie nekustigie punkti (ar pozitivu véza audzgja
izmeru) ir Hopfa punkti, ja laika aiztures ir pozitivas.

Visparigi pienémumi par modeliem
Mgs uzskatam, ka angiogen&zes modelos ir tris mainigu bezdimensionalu biologisku
lielumu jeb kompartmentu grupas:

e v&za audz€ja Sunu skaits (apziméts ar N ),

e angiogenézes procesos iesaistito proteinu daudzumi véza audz&ja apkartné (piemeram,
P, ir proteins, kas kontrolé nenobrieduso asinsvadu formaciju un regresiju, P, ir
proteins, kas kontrolé maturaciju u.c.),

e asinsvadu sist€émas efektivais tilpums (pilnais, nenobrieduso vai nobrieduso asinsvadu
tilpums, apziméts ar V , V, vai V,) véza audzgja apkartnée.

Meés apskatam tikai PDVS vai PDSLA. Acimredzot mis interesé tikai pozitivas N
vertibas un nenegativas paréjo mainigo lielumu vertibas.

Visos modelos més pienemam sigmoidalo signalu dinamiku $§ada nozimg. Ja ir process,
kura rezultata notiek pareja no mainiga A uz mainigo B (piem&ram, nenobrieduSo asinsvadu
maturacijas rezultata notiek nenobrieduso asinsvadu mainiga samazinasanas un nobrieduso
asinvadu mainiga palielinaSanas) un parejas intensitate ir atkariga no mainiga C, tad
diferencialvienadojumos, kas apraksta kompartmentu A un B dinamiku ir locekli forma
+ f(C)A, kur f ir sigmoidala funkcija — gluda, monotona funkcija, kuras grafikam ir abas

horizontalas asimptotas. Tada signala funkcijas formas izvele ir saistita ar to, ka saskana ar

eksperimentaliem novérojumiem biologisko procesu intensitate nemainas, ja signala vértiba

atrodas arpus noteikta jutiguma intervala un ir monotoni atkariga no signala vertibas jutiguma

intervala. Miisu analiz€ nav nepiecieSams zinat So sigmoidalo funkciju precizu formu, un més

neceram, ka to ir viegli ieglt, apstradajot eksperimentu datus. Varam atzimét, ka
1

1+ ek(x+s) '

Mes pienem, ka véZza audzgja dinamiku nosaka skabekla un baribas vielu pieejamiba.
Katrai véza audzgja Stinai laika vieniba piegadatais skabekla un baribas vielu daudzums ir
proporcionals summarajam asinsvadu tilpumam audzgja iekSieng un apkartné.

Lai nemtu véra So apstakli, més defingjam papildus mainigos, ko saucam par
efektivajiem asinsvadu blivumiem (E;,E, un E - attiecigi nenobrieduSo, nobrieduso un
pilnais asinsvadu blivums) un kuri tiek aprekinati, izdalot asinsvadu tilpumu ar audzgja Stinu

datorsimulacijas ir érti izmantot elementaras funkcijas forma f(X) =
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skaitu [7]. Lai vienkarSotu modelus, m&s pienemam, ka asinsvadu sienu caurlaidibas sp&ja
(perfuizija) nenobriedusajiem un nobrieduSajiem asinsvadiem ir vienada. Véza audzg€ja stnu
skaita N dinamikai mé&s pienemam vienkarsu Maltusa vienadojumu $ada forma:

dN(t)
“at f(E)N(), (1)

kur f, ir augosa sigmoidala funkcija, kura apraksta audzgja Stinu proliferaciju un navi:

f,(0)<0, lim f(x)>0 )

Attieciba uz proteinu kompartmentu dinamiku més pienemam, ka tos var izdalit audzgjs
un nenobriedusie asinsvadi, tie var degrad@ties dabiska sabruksanas procesa un (viena modelr)
tos var absorbét nenobrieduSie asinsvadi, kas atrodas formacijas stadija. Attieciba uz
asinsvadu kompartmentu dinamiku mes pienemam, ka ta ir Cetru procesu superpozicija:
notiek nenobrieduso asinsvadu formacija un regresija, nenobrieduso asinsvadu maturacija un
nobrieduSo asinsvadu destabilizacija. M&s pienemam, ka Sie procesi tiek reguléti ar
sigmoidalam signalfunkcijam, kas ir atkarigas no noteiktu proteinu daudzuma. M&s apskatam
arT modelus, kuros audzgja proliferacijas/naves signaliem un asinsvadu dinamikas signaliem ir
laika aizture.

Diferencialvienadojumu sistéemu lokalo svarstibu analizes - Hopfa punktu matematiskais
aparats

Saja nodala més atgadinasim lasitajam svarigakos faktus par Hopfa punktiem parasto
diferencialvienadojumu sist€mas un parasto diferencialvienadojumu sist€émas ar laika aizturi
[8, 9]. Pienemsim, ka ir dota autonoma pirmas kartas PDVS

V=F(v,4), (3)

kur ve R" ir sistémas mainigo lielumu vektors un gz e R™ ir sistémas parametru vektors.
Mes nepreciz€jam naturala skaitla m vertibu, jo ta ir atkariga no sigmoidalo funkciju formas.
Meés teiksim, ka sakartots paris (v,, 1,) € R" xR™ ir Hopfa punkts, ja eksisté & > 0 tads, ka

eksiste gluda funkcija @ :[-&,&] > R" xR", p(&) = (V;, 1), kas apmierina $adas Tpasibas:

@(0) = (Vo, 1),

F(p(&)) =0 visiem & e[-¢, €]

e linearizacijas matricai (skat. zemak) punkta (v,, ) ir vismaz viens paris kompleksi
saistitu kompleksu ipasvertibu (&) i £(&) visiem & €[—¢, €] un izpildas nosacijumi
a(0)=0, «'(0) =0, B(0)=0,

e visam pargjam linearizacijas matricas pasvertibam, iznemot +if(0), realas dalas ir
atSkirigas no 0.
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Tehniska zina atrast sisttmas Hopfa punktus PDVS ar gludam labas puses funkcijam
nozimé atrast visus nekustigos punktus (kas ir atkarigi no sistémas parametriem), atrast

. .. o oF, o o
IpaSvertibas raksturigajai matricai M —Al, kur M 2{5'}?:’; j1 Ir sisttmas linearizacijas

j
matrica nekustiga punkta, atrast nosacijumus, kuriem ir jaizpildas, lai tiesi vienam Ipasvertibu
parim reala dala butu 0, paradit, ka nekustigo punktu virsma kel imaginara ipaSvertibu para
eksistences virsmu un atrast asoci€to Iikni. Ipasvertibas ir raksturiga vienadojuma

det(M — A1) =0 4)

saknes.

Parasto diferencialvienadojumu sist€ma ar laika aizturi ir jaanaliz€ I1dziga veida ar to
atSkiribu, ka raksturigais vienadojums ir transcendents. Pienemsim, ka ir PDSLA ar aiztures
vektoru 7 =(z;,.., 7). Apzimésim v, =V(t—7) un vektoru (v, ,V,,,..,V,,) ar v, . Sajos

apzim&jumos mums ir dota sist€ma
Vi=F(V,V, eV, 14,7) 5)

Lai atrastu Hopfa punktus $adai sist€mai, mums vienadojuma (4) vieta ir jaatrisina
vienadojums

det(M) =0, (6)
kur
- k
M=M+>M_ e -l (7)
i=1
un
oF,
M 5 = {—I |v:v0 }:1:’11 j=1° (8)
aVThJ' J

Pienemot miisu sistému gludumu un atraSanos vispargja stavokli, més uzskatisim, ka
Hopfa punkta eksistence ir pieradita, ja eksisté parametru kopa, ar kuru raksturigajam
vienadojumam ir tiri imaginars atrisinajums. Papildus informacijai par sisttmam ar laika
aizturi skatit [9]. Jebkura sisttma Hopfa punkti parasti tiek pétiti, ja ir interese par sistémas
periodisko vai kvaziperiodisku uzvedibu. Mis, protams, interesé tikai nekustigie punkti ar
pozitiviem véza audz€ja izmeriem. Piezim€sim, ka mainigo vertibas nekustigajos punktos mées
apzimésim ar tiem pasSiem burtiem ka paSus mainigos.

Trisdimensionali modeli

Saja nodala més pétam modelus, kuriem ir tris neatkarigi mainigie — véza audzgja §tnu
skaits jeb izmérs N, kopgjais asinsvadu tilpums V un proteina daudzums P . Atzimé&sim, ka
Sajos modelos més nediferenc&jam nenobrieduSos un nobriedusos asinsvadus un neprecizéjam
proteina dabu. Vienigais pienémums par proteinu ir tads, ka tas kontrol€ asinsvadu formaciju
un regresiju sigmoidala veida. Lai izvairitos no singularitatém sist€mas analiz€, mes veiksim

mainigo substiticiju V — E = % .
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Pamatmodelis

Saja visvienkars§akaja modeli més pienemam, ka a) N izmainas atrumu nosaka
Maltusa likums, kura koeficients ir sigmoidali atkarigs no E, b) proteins P tiek izdalits no
audzgja SGnam ar intensitati, kas ir sigmoidali atkariga no E, un tiek degradéts dabiskas
sabruksanas cela ar sabruksanas konstanti & un c) asinsvadu tilpuma V izmainas atrums ari
ir sigmoidali atkarigs no P . Tadgjadi mums ir sist€ma

N'= f,(E)N
P'=f,(E)N -oP, 9)
V'= f,(P)V
kur
f,5(0) <0, XILan f.;(x)>0, f,(x)>0, Xllmo f,(x)=0 (10)

e v . .
Péc substitucijas V — E = N mes iegistam sistemu

N'= f (E)N
P'= f,(E)N — 6P (11)
E'= f,(P)E - f,(E)E

Sim modelim ir viena nekustigo punktu saime ar nosactjumu N >0, kas ir uzdota ar

vienadojumiem f,(E)=0, f;(P)=0, N = fé(FI;) Sistémas linearizacijas matrica $ada
2
punkta apkartné ir
0 0 f,'(E)N 0 0 a'N
M =| f,(E) -0 f,'(E)N |=|b -6 -Db'N (12)

0 f,/(P)E —f'(E)E) (0 CE -aE

kur visi jaunie parametri a',b,b',c' ir pozitivi. Aprékinot raksturigo polinomu, mes iegiistam,
ka

det(M — A1) =—(2° + A*(@'E + 6) + A(a'6E + b'c'NE) — (a'bc'NE)) = (13)
=—(A +c, A +cA+c,)
Lai vienadojumam det(M — Al) =0 batu paris tiri imaginaru saknu, ir jaizpildas nosacijumam

det(M — A1) = £(4* + A)(1 + B) = +(1* + BA> + A1+ AB), (14)

kur A>0.Taka c, <0,c, >0,c, >0, tad raksturigajam polinomam nav tiri imaginaru saknu
un tatad $aja modeli nav Hopfa punktu ar N > 0.
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Modelis ar proteina absorbciju
Mgs varam iepriek§ definéto modeli nedaudz sarezgit, pienemot, ka asinsvadi, kas
atrodas formacijas stadija, absorbé proteinu ka “degvielu” formacijas procesam. Tadg&jadi
vienadojums proteina dinamikai ir $ads:
P=f,(E)IN-oP-f.(V)P, (15)
kur funkcijam f,, f,, f, ir tadas pasas Ipasibas ka iepriek$gja modeli (9) un

.00 >0, im f,(x)>0, f,(0)=0 (16)

Saja gadijuma sistéma ir $ada:

N'= f,(E)N
P'= f,(E)N-5P— f (f,(P)EN)P (17)
E'= f,(P)E - f,(E)E

Sistémai (17) ir viena nekustigo punktu saime ar nosacijumu N >0, kas ir dota ar
vienadojumiem

f,(E)=0, f,(P)=0, f,(E)N-8P—f_(0)P=0. (18)

Linearizacijas matrica $aja punkta ir

0 0 f,"(E)N
M=|f,(E) -5-f.(0)-f (0)f,'(P)NPE f,"(E)N |=
0 f,"(P)E - f,"(E)E (19)
0 0 a'N
=|b -6-d-c'd'NPE -b'N
0 C'E -a'E

kur visi parametri a',b,b',c',d,d',N,P,E ir pozitivi. Raksturigajam vienadojumam S$aja
gadijuma nav tiri imaginaru saknu ta pasa iemesla dél, kas bija speka vienadojumam (13), un
tadejadi ar1 $aja sistema nav Hopfa punktu.

Modelis ar laika aizturi

Vel viens veids, ka padarit trisdimensionalo modeli precizaku, ir pielaut laika aizturi
dazadiem biologiskiem signaliem.

Biologisku apsvérumu d&] més ieviesam laika aiztures 7, un 7, attiecigi audzgja Stinu
proliferacijas/naves un asinsvadu formacijas/regresijas signaliem. Sistéma izskatas sadi:
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N'= f,(E, )N
P'=f,(E)N-06P (20)
V'=f,(P,)V
vai, veicot substitiiciju,
N'= f,(E, N
P'=f,(E)IN-0P (21)

E'= £,(P,)E - f,(E, )E

Sistémai (21) ir tadi pasi nekustigie punkti ka sisteémai (11). M@&s atkal esam ieintereséti
nekustigajos punktos, kas ir uzdoti ar vienadojumiem

oP
f,(E)=0, f;(P)=0, N = . 22
(E) 3(P) L) (22)
Raksturigais vienadojums $aja gadijuma ir
det(M) =det(M +M_e " +M_e "2 —11) =0, (23)
kur
0 0 0 0 0 f,'(E)N
M=|f,(E) -0 f,'(E)N|,M_=(0 0 0 ,
0 0 0 0 0 -f'(E)E
' (E) 24)
0 0 0
M, =0 0 0
0 f,)(P)E O

Aprekinot matricas M determinantu, més iegiistam vienadojumu
Are P @E)+ A0 +e ™A' E)+e "2 A(b'c'EN) —e %" (a'bc'NE) = 0 (25)
Parapziméjot parametrus, més iegiisim vienadojumu

Arce P+ 5+ A+c,e A —ce () =0, (26)

kur c, ir pozitivi parametri, kas ir neatkarigi no nekustiga punkta koordinatém un viens no
otra. Ja vismaz viena no laika aizturém ir atskiriga no 0, tad, manipul&jot parametrus C;, m&s
varam panakt, ka vienadojumam (26) eksisté sakne A =1iy. legiitos rezultatus més varam

apkopot $ada apgalvojuma.
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APGALVOJUMS 1 PDVS (11) un (17) neeksiste Hopfa punkti ar nosacijumu N >0.
PDSLA (21) katrs nekustigais punkts ar nosactjumu N >0 ir Hopfa punkts, ja 7, >0 vai

7, >0.

Modeli ar mainigo skaitu S un 6

Lai palielinatu modelu kompleksitati un padaritu tos realistiskakus, més palielinasim
kompartmentu skaitu proteiniem un asinsvadiem. Visos zemak definétajos modelos ir divi
kompartmenti asinsvadiem — nenobrieduso un nobrieduso asinsvadu tilpumi. Ir zinams, ka tris
proteini — VEGF, Angl un Ang2 spélé galveno lomu angiogenézg, tapéc més apskatisim $o
protetnu kombinacijas. M&s uzskatisim, ka VEGF izdala audzg&js ar intensitati, kas ir
sigmoidali atkariga no E, Angl izdala audzgjs ar konstantu intensitati un Ang2 izdala
nenobriedusie asinsvadi ar konstantu intensitati. Visos modelos tiek pielauta laika aizture.

Modelis ar VEGF un Angl

Apskatisim modeli, kura ir nenobrieduso asinsvadu maturacija un nobrieduso asinsvadu
destabilizacija. Saja modeli P, ir VEGF un P, ir Angl. Pienemsim, ka Ang2 daudzums ir
konstants. Me@s ievieSam maturaciju un destabilizaciju, izmantojot papildus loceklus
diferencialvienadojumu labaja pus€. leviesisim laika aiztures 7,, 7, Uun 7, attiecigi audz€ja
sunu proliferacijas/naves, nenobrieduso asinsvadu formacijas/regresijas un destabilizacijas
signaliem. legiisim sist€ému

N'= fl(Erl)N
Pllz fz(E)N _51P1
P2':0{N _52P2 (27)

V,'= f3(P112 )Vl - f4(P2)V1 + fs(F)zr3 )Vz
V,'= fA(PZ)Vl - fs(P213 )Vz

kur f,, f,, f, ir definétas tapat ka sistema (9) un
f,s(X)>0, lim f,(x)=0, lim f;(x)=0. (28)

Veicot substitiicijas V, > E;, V, - E, un E, - E = E, + E,, m&s ieglistam sistemu

N'= f,(E, N
I:)1I: fz(E)N _51P1
P,'=aoN -9,P, (29)

E,'= fS(Plrz)El - f4(P2)E1 + fs(Pzrs)(E - El) - fl(Erl)El
E'= fS(Plrz)El - fl(Erl)E

Sai sistémai ir viena nekustigo punktu saime ar nosacijumu N >0, kas ir uzdota ar
vienadojumiem
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o,P P — ad,P, _ fs (P,)
»

WE) =0 LR)=0N = e R =5 E B T e« (P

(30)

Nekustigajam punktam, kas ir uzdots ar (30), raksturigais vienadojums ir dEt(M) =0, kur

-1 0 a'Ne " 0 0
b -6,-4 -b'N 0 0
M= 0 CcEe™ -aNe™-1 0 0 (31)
* * * _ 52 _l O
* * * * —d-e-2
Analizgjot matricas bloku strukttru, iegtistam, ka
det(M) =—(1+e+d)(1+5,)g(1) =0, (32)

kur polinomam g(A4) ir tada pati struktiira ka (13) ar laika aizturém 7,,7,. leveérosim, ka (32)
nav atkarigs no 7,. Secinajums attieciba uz So modeli ir tads pats, ka uz modeli (21).

Modelis ar tris proteiniem un jauktu maturacijas/destabilizacijas signalu

Saja modeli més izdaram visrealistiskako pienémumu, ka maturacijas/destabilizacijas
signals ir atkarigs no proteinu Angl un Ang2 sajaukuma. Sakara ar to, ka proteinu daudzumu
attieciba Angl/Ang2 tiek uzskatita par svarigu parametru, més ievieSam paligparametru
p =P, —kP,,, kur P,, ir Angl daudzums un P,, ir Ang2 daudzums. leviesisim laika aizturi

audz€ja Stnu proliferacijas/naves, nenobrieduSo asinsvadu formacijas/regresijas un
maturacijas/destabilizacijas signaliem. Veiksim ari standarta mainigi substiticijas ka
ieprieks€jos modelos. leglisim sistemu

N'=f,(E, )N
R'=f,(E)N-06,R
Pu'=a;N =6, Py
Pp'=a,E;N =6,,P5,
E,'= fS(Plrz)El - f4(p13)E1 + f5(pr4)(E - El)_ fl(Erl)El
E'= fS(Plrz)El - fl(Erl)E

(33)

kur f,, f,, f; ir definétas tapat ka sistéma (9) un

f,s(X)>0, lim f,(x)=0, lim f,(x)=0. (34)

Sistémai (33) ir viena nekustigo punktu saime ar N > 0, kas ir noteikta ar vienadojumiem
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5.P, as,p, | Ts(PIE=(Tu(P)+ s (P)E,

=21 0,P, 35
f,(E) 2 0, 1,(E) 522P22:a2E1% (35)

f,(E)=0, f;(P)=0, N =

Atzim@sim, ka $ai vienadojumu sistémai ir vismaz viens pozitivs atrisinajums, jo funkcijas f,
un f; ir sigmoidalas.

Saja gadfjuma raksturigajai matricai M ir trs diagonales bloki: ir 3x3 bloks, kas ir
atkarigs no 7, un 7z, un kura raksturigais vienadojums ir 1idzigs (23), ir 1x1 bloks un ir jauna
tipa 2x 2 bloks, kas ir atkarigs no 7, un z,. Raksturigais vienadojums $aja gadijuma ir

det(M) = +(4 +5,,)9(A)h(2) =0, (40)
kur g(A) ir tada pati strukttra ka (25) ar laika aizturém 7, un z, un
h(1) = A* + ¢, A +¢, —C,e "™ +c,e ", (41)

kur c, ir pozitivi parametri, kas ir neatkarigi no fikséta punkta koordinattm un no
parametriem, kas ir iesaistiti 3x3 bloka. Vieniga saite, kas tos saista, ir nevienadiba
2
C . . . . . . . _. -
Cc, < ? Ja vismaz viena laika aizture ir pozitiva, tad, manipul&jot parametrus, més varam

atrast tadu parametru konfiguraciju, ka vienadojumam (41) eksisté tiri imaginara sakne
A=iy.

Apkoposim iegtitos rezultatus $ada apgalvojuma.
APGALVOJUMS 2 Sisteémai (27) katrs fiksetais punkts ar N >0 ir Hopfa punkts, ja 7, >0
vai 7, > 0. Sistémai (33) katrs fiksétais punkts ar N >0 ir Hopfa punkts, ja vismaz viena no
laika aizturém ir pozitiva.

Secinajumi

Mes piedavajam $adu iegiito rezultatu interpretaciju. Pamatmodeli (11) nav Hopfa
punktu. So rezultatu var izskaidrot ar to, ka nekustiga punkta apkartné pastav atgrizeniskas
saiknes, kas atbilst orientétiem cikliem linearizacijas matricas grafa: pozitiva atgriezeniska
saikne N — P — E — N, kura visu $kautnu svari ir pozitivi, un stabiliz&josa saikne P <> E,
kura Skautnu svariem ir dazadas zimes. Pozitiva atgriezeniska saikne ir iemesls sist€émas
monotonajai, neoscilgjosai uzvedibai nekustiga punkta apkartn€. Proteina absorbcijas
ievieSana nemaina neviena linearizacijas matricas elementa zimi, tapéc Hopfa punkti nerodas.
No otras puses, laika aiztures ievieSana proliferacijas/naves vai formacijas/regresijas signala
izmaina zimi matricas elementos, kas piedalas atgriezeniskas saiknes cikla

N — P — E — N un rada Hopfa punktu, kam atbilst sist€tmas kvaziperiodiska uzvediba, ja
parametri pienem noteiktas vértibas.

Piecdimensionalajam modelim (27) raksturiga matrica ir trijstirveida forma, kura ir tris
diagonales bloki: 3x3 bloks, kas atbilst ciklam N — P — E — N, un divi viendimensionali
bloki. Sajos modelos rezultati ir tadi padi ka trisdimensionalajos modelos. Var ievérot, ka
matricas elementi, kas ir atkarigi no 7,, ir zem diagonales blokiem, tapec laika aizture 7,

nedod ieguldijumu jaunu atgriezenisku saiknu veidoSana.
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Modelim ar seSiem mainigajiem (33) raksturigad matrica ir trijstirveida forma ar tris
diagonales blokiem: N—>P —>E—>N, P, <P, un P, < E,. Més atkal to varam

interpretét ka sist€mas sadalisanos tris apakssistemas ta, ka 3x3 un 2x2 bloki var izraisit
sisteémas oscilacijas, ja matricu elementi ir alterngjosi. V@lreiz uzsveérsim, ka visas sist€mas
Hopfa punkti paradas tikai laika aiztures ievieSanas rezultata.

Aprakstitie rezultati norada uz to, ka pat vienkarSakie v&za attistibas matematiskie
modeli, kuros ir fikséti tikai svarigakie zinamie procesi, pielauj véza audzgja oscilacijas. Sie
noverojumu pareiza izmantoSana var novest pie jaunam, efektivam terapeitiskam metodém
veza slimibas arsteéSana.
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