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Abstract. Along with the rapid development of technology various problems require description and
analysis of rather complicated physical processes. Due to their complexity differential equations are often used
for this purpose. The aim of this work is to create mathematical models of initial value problems of ordinary
differential equations using Maple software and provide insight into their practical applications. Authors have
also gathered general information about differential equations and mathematical modeling. As a result two
mathematical models have been created describing a process of salt dissolution in water and one-dimensional
diffusion.
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levads

Parasta diferencialvienadojuma teorijas pamatjédzieni, Ipasibas un risinaSana ir studiju
kursa ,,Matematiska analize, diferencialvienadojumi un analitiska geometrija” sastavdala.

Par parasto diferencialvienadojumu sauc diferencialvienadojumu, kas saista vienu
neatkarigu argumentu, nezinamu funkciju un nezinamas funkcijas atvasinajumu viena punkta.
Parasta diferencialvienadojuma atrisinajums ir visu viena argumenta funkciju kopa, kas
apmierina doto vienadojumu un papildus nosacijumus, ja tadi ir doti. [1]

Parastais diferencialvienadojums vispariga forma ir uzdots veida:

F(x,y,y)=0

v =fxy).

vai normalforma

Parastos diferencialvienadojumus plasi lieto, risinot problémas matematika, fizika,
kimija, tehnika un citas nozar€s. Tos izmanto dazadas tematikas uzdevumu risinajumos, lai
matematiski modelétu fizikalus, tehniskus, biologiskus vai kimiskus procesus. Atrisinajuma
iegtita funkcija bieZi vien raksturo procesu atkariba no cita mainiga lieluma, piem&ram, no laika.
Sada funkcija lauj pétit procesu un prognozét ta norisi. [2]

S1 darba merkis ir parasto diferencialvienadojumu sakuma nosacijuma jeb Kosi
uzdevuma problémas izpéte un uzdevumu matematiska modeleéSana datorprogrammas Maple
vide.

Darba uzdevumi:

1) Izpétit diferencialvienadojumu sakuma veértibu problému;

2) Raksturot matematiskas modeléSanas jédzienu;

3) Izpétit un raksturot datorprogrammas Maple operatoru lietojumu
diferencialvienadojumu risinasana;

4) Veikt uzdevumu sakuma nosacijumu problémas matematisko modeléSanu Maple

vide.
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Diferencialvienadojuma sakuma vértibu probléma
Lai pilnigi viennozimigi raksturotu kadu fizikalu  procesu, lidztekus
diferencialvienadojumam nepiecieSams definét sakuma nosacTjumus jeb procesa stavokli

sakuma momenta. Uzdevumu:
dx
dat = f(t,X), x(tO) = Xo
jeb diferencialvienadojumu kopa ar sakuma nosacijumu sauc par KosT jeb sakuma veértibu
problému.

N-tas kartas diferencialvienadojumiem par Kos$1 problému sauc uzdevumu.

d"x dx dn1x

datn (t’ Xoat '"’W)’ x(to) = x0,x (to) = xq, .. XV (tg) = x4,

kas satur n-tas kartas diferencialvienadojumu un ta sakuma nosacijumus.

Katras Kos$1 problémas atrisinagjumu sauc par diferencialvienadojuma partikularo
atrisinajumu, bet visu diferencialvienadojuma partikularo atrisinajumu saimi sauc par S§1
vienadojuma visparigo atrisinagjumu. RobeZnosacTjumi Ko$1 uzdevuma netiek uzdoti, jo tiek
apskatits vai nu bezgaligs mainiga definicijas apgabals, vai arT mazs laika intervals, kad apgabala
robezu ietekmi var neieverot.

Matematiska modeleSana

Modelis visparinata nozimé ir reala objekta vai situacijas matematisks vai grafisks
att€lojums. Tas ir jebkur§ attels, shéma, apraksts, ras€jums vai karte ka aprakstama objekta,
procesa vai paradibas aizstaj€js. Ar modelu izstradasanu un izmantoSanu nodarbojas
model&sana. [3]

Modelésana ir procesu, sisttmu vai to darbibas aprakstiSana vai att€loSana ar
matematisku modelu palidzibu. [4] Ta ir kada objekta vai objektu sist€mas izpéte, izveidojot vai
izmantojot ta modelus.

Liela nozime zinatné ir matematisko modelu izmantoSanai. Jebkura matematiska
koncepcija vai objekts ir matematisks modelis. Lai izveidotu matematisku modeli, izdala tas
izpétama objekta vai paradibas ipaSibas, kas no vienas puses satur pilnigu informaciju par
objektu, bet no otras puses pielauj matematisku formalizaciju (noteiktu zimju un simbolu
izmantoSana, lai att€lotu, aprakstitu un paskaidrotu kada procesa vai paradibas likumsakaribas
[5]). Rezultata tiek iegiits matematisks apraksts konkr€tajam procesam vai paradibai, t. i.,
matematisks modelis.

Matematiska modela izveidoSana ir galvenais posms kadas konkrétas sist€mas izpete vai
projektésana.

Model&Sanas galvenie etapi:

1) Uzdevuma formul&jums; 2) Teorijas apguve un pilniga informacijas ievakSana par
izpetamo objektu; 3) Formalizacija; 4) Risindjuma metodes izvéle; 5) Modela realizacija; 6)
Iegiitas informacijas analize; 7) Atrisinajuma un izpé€tama objekta saiknes izskaidro$ana. [3]

Datorprogrammas Maple operatoru lietojums uzdevumu matematiskaja modeleSana

Datorprogramma Maple, izmantojot dazadas skaitliskas metodes, nodroSina plaSas
iesp€jas risinat diferencialvienadojumus. To atrisinaSanai ir iesp&jams lietot pat vairak neka 20
skaitliskas metodes. Sim noliikam lieto komandu ,.dsolve (vjd, main, numeric, opc)”, kur ,,opc”
vieta norada kadu skaitlisko metodi. P&c noklus€juma ta ir ,,rkf45”.

Atminas (mainigo) attiriSanai aprékinu sakuma lieto operatoru ,restart”. Funkcijai x(t)
atvasinajumus uzdod ar operatoru ,,diff(x(t),t)”.

> restart : vdj = diff (x(¢),t) == (0.1-x(¢) — 0.008);

vdj = % ©(£) = ~0.1x(t) + 0.008

33



RTé 5 20. starptautiska studentu zinatniski praktiska konference
Cilvéks. Vide. Tehnologijas

REZEKNES TEHNOLOGIU AKADEMA
Diferencialvienadojuma visparigo atrisinajumu veido ar komandu ,,dsolve”, uzradot
nezinamas funkcijas mainigos ka {y(x), x(t), u(x),...}.

> p = dsolve ({vdj,x(0) =0.3});
1
RPN I | B T
p =x(t) s + 50 ©
Diferencialvienadojumu risinasana, lai izdalitu formulas labo pusi un atrisinajumu
definétu ka funkciju, lieto operatorus ,,rhs” un ,,unapply’: [8]

> x1 = unapply (rhs(p), t); t1 =solve(xI(t) =0.1,1); plot(xI1(t),t=0

..100);
2 11 - !
10 ,
l =t—>—+ — y t1 =23.9789527.
Emos T ©
Komandu ,,subs” lieto, lai izteiksmé ievietotu kadu vertibu.[6]
2 r = subs(t=1,rhs(p)); r::%
-5+ 9e

Komandu ,evalf” lieto vienadojuma skaitliskai integréSanai un precizitates
regul€Sanai.[6]
> x(t[1]) = evalf (xI(24)); x(tl) :=0.0999579497.
Vienadojuma vai funkcijas vienkarSoSanai var izmantot operatoru ,,simplify”.
Ar operatoru ,,plot” zZimé grafiku. [7]
> plot(x2(t),t=0..100);

Rezultati un to novertéjums
1.8als skidindsana iident.
Kadas neskistosas vielas poras ir 10 kg sals. Ieliekot So vielu trauka, kura ir 90 litru Gidens,

_____

______

viela atkariba no laika. Cik ilga laika T izskist 90 % sakotngja sals daudzuma?

Risinajums.

Sals daudzums viela atkariba no laika t: x = x(t);
Mooy _ ' d

SkiSanas atrums: x (t) = d—f

1z8kidusa sals daudzums atkariba no laika t: 10 — x;

Skiduma daudzums atkariba no laika t: 90 + (10 — x) = 100 — x;
10—-x |

100-x’
e v— v — - e _ - 1
Piesatinata un esosa $kiduma koncentraciju starpiba atkariba no laika t: 2

Skiduma koncentracija atkariba no laika t:
10—x
100—-x

Tiek iegits diferencialvienadojums:

x'(t) = —kx(

kur k — proporcionalitates koeficients.

1 10—x)
4 100 —x/

Nosacijumi: x(0) = 10; x(1) =5
Janosaka: x = x(t); x(T) = ;T =?
Analitiskais risinajums.
Mainigo atdaliSana:
S = —kx () o dx = 2kt
dt 4  100-x/ x(20+x) 4
Integralu aprékinasana:
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f x—100 dx=f§kdt, 6ln|20+x|_5]n|x|:§kt+c,
P 4

x(20+x)
kur  C — patvaliga konstante.
P&c sakuma nosacijumiem x(0) = 10; x(1) = 5 tiek aprékinats C un k:

3 3
C = 6In|20 + x| — 51n|x| _Zkt = 6In|30| — 51n|10| _Zk -0 = 8,8942

k= 4(6In|20 + x| = 5In|x| — C) _ 4(6In|25| — 5In|5| — 8,8942)

3t 3
Zinot C un k vértibas, var aprékinat T: x(T) = 1
T 4(6In|20 + x| = 5In|x| = C) 4(6In|21| — 5In|1| — 8,8942)
B 3k B 9,4875
Atbilde: 90 % sakotngja sals daudzuma izskist 3,9517 stundu laika.
Atrisinajums ar datorprogrammu Maple.
Analitiskais atrisinajums netika iegiits, bet ir iesp&jams risinat inverso problému:

= 3,1625

= 3,9517

t=t(x)
Atbilstosais diferencialvienadojums:
dt 100 —x
dx X (15 + %x)

Nosacijumi: t(10) = 0;t(5) =1

Janosaka: t(1) =T =?

Ar operatoru “rhs” tiek izdalita vienadojuma laba puse (rkt), ar operatoru “subs” ievieto
taja vertibu x=5. Ar operatora “simplify” palidzibu vienkarSo izteiksmi (rl), operators “solve”
atrisina vienadojumu t(5)=1, nosakot parametra k vértibu (k1). So vértibu ievietojot izteiksmé
rkt ar “subs” palidzibu, izveido funkciju z(x), izmantojot operatoru “unapply”. Ar “plot”
operatoru konstrug grafiku un aprékina divas vertibas, ja x=1 un x=2.

> restart : vdj = -k-diff ({(x), x) = (100 =x) ; vdj = —k[i t(x)] - 10—x
3 dx 3
x-(lS—i——xJ x(lS—i——xJ
4 4
> p = dsolve({vdj, 1(10) = 0}, ¢(x));
0 20 In(x) _ 8In(20+x) , 20 In(10) _ 8In(30)
Y k
> rkt == rhs(p); r = subs(x =5, rkt);
_ 20 In(x) 81n(20 + x) 20 In(10)  8In(30)
rkt: 3 i + i + 3 i i
20 In(5) . 8In(25) . 20 In(10) _ 8In(30)
3 k k 3 k k
> rl == simplify(r, In); ki := solve(rl =1, k);
y _ 28 In(5) n 20 In(2) +In(5)  8(In(2) +In(3) +1In(5))

3 & 3 k k
kI =81n(5) — % In(2) — 81n(3)

> 7= unapply(subs(k = ki, rkt), x);

——\ In(x) N 81n(20 + x)
3 8In(s) —%m(z) ~8In(3)  8n(5) —%m(z) —81n(3)
i % In(10) _ 81n(30)

81n(5) — % n(2) —8In(3)  8In(5) — %m(z) —81n(3)

> plot(z(x),x=1.10);
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1 2 3 4 3 f 7 2 9 10
x

> k= evalf (kl); t(1) = evalf(z(1)); t(2) = evalf(z(2));
k:=3.162408748
t(1) :=3.951787622
£(2) == 2.608248112
2.Viendimensiju difiizijas probléma z- virziend.

RobeZproblema raksturo difuizijas procesu 1-D apgabala €2 = {(Z)Z 0<z<lL, }, kurs
sastav no viena slana homogenas vides, Z, = 0, Z, = LZ - attiecigi slana apaks$gja un augseja
robeza, D, - konstants difuzijas koeficients, a,, ,BZ - konstanti masas parneses koeficienti,
C,,C, - vielas koncentracija attiecigi uz slapna apaks$€jas un aug$gjas robeZas, €(z) -
mekl€jama vielas koncentracija slana robezas.

0 (oc(z) )
— —b*c(z)=0,ze(0,L,),D,0c(0)/0z— p,(c(0)-C,)=0,
(D)o -0,z 0.L) DO pEO-C)-0.
D,oc(L,)/ oz +a,(c(L,)-C,)=0.

Robezproblémas atrisinajums ir forma c(z) =C.e” +C,e™” (2)

Sasaistei ar citam risinaSanas metodém atrisindjumu nepiecieSams izteikt ar funkcijam
sinh( z), cosh( z). Atrisinajumu var uzrakstit forma

(Ce™—Ce™)+2Ce™+2(C,e™+C,e™)-2C,e"
2

¢(z) =2 @

Ieverojot, ka:

sinh(bz) = (e —e™)/2 (4), cosh(bz) = (™ +&™)/2 (5),
izteiksmes (3) pirmais un tredais saskaitamie ir attiecigi 2C, sinh(bz), 2C, cosh(bz) .
Saskaitot un atnemot izteiksmes (4) un (5), iegiist attiecigi

sinh(bz) + cosh(bz) = ™ (6),
sinh(bz) —cosh(bz) = —e™ ).
No (6) un (7) dabu izteiksmes (3) otro un ceturto saskaitamo:
2C.e ™™ =2C, cosh(bz) — 2C, sinh( bz) (8)
—2C,e™ =-2C, sinh(bz) — 2C, cosh(bz) (9)

Ievietojot izteiksmes (2), (5), (8), (9) atrisinajuma izteiksmé (3), dabii:
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c(z) =-2C,sinh(bz) + 2C, cosh(bz).
Apzimgjot —2C, = P,, 2C, = P,, robeZproblémas atrisinajums ir forma
c(z) = P,sinh(bz) + P, cosh(bz) (10)
Koeficientu P, P, aprekinasanai atrod €(0),c(L,),c'(0),c'(L,)
c(0)=P,, c(L,)=P,sinh(bL,) + P, cosh(bL,), c'(z) = Pbcosh(bz) + P,bsinh(bz)
¢'(0)=Pb, c'(L,)=Pbcosh(bL,) + P,bsinh(bL,),

un ievieto tos robeznosacijumos — robezproblémas (1) otraja un tresaja vienadojuma dabu
(turpmakaja risinajuma izmantota Maple):
eql = De-cprim0— betaz- (cO—CO) =0
Dz Pl b—betaz (P2—C0) =0
eq? = De-cprimlz + alfaz (clz-Ca) =0,
Dz (Pl bcosh(b Lz) + P2 b sinh(b Lz)) + alfaz (PI sinh(b Lz) + P2 cosh(b Lz) —Ca) =0

P&c parveidojumiem vienadojumu sistéma ir forma:
eqlll = Dg-Pl-b—betaz- P2 =—betaz- C0,
Dz Pl b —betaz P2 = —betaz OO

eg2l] = (alfaz sinh(b Lz) + Dz b cosh(b Lz)) PI + (Dz b sinh(b Lz) + alfaz cosh(b Lz)) P2 = aifaz Ca;
(aifaz sinh(b Lz) + Dz b cosh(b Lz)) P! + (Dz b sinh(b Lz) + alfaz cosh(b Lz) ) P2 = alfaz Ca

Kl = (alfaz sinh(b Lz) + Dz b cosh(b Lz)) :

K2 = (Dzbsinh(b Lz) + alfaz cosh(b Lz)) :

Vienadojumu sistému risinot ar Maple palidzibu, atrod nezinamo koeficientu P,, P,
izteiksmes, kuras jaievieto robezproblémas atrisinajuma (10).

with (linalg) :
solve({eglil, eq21l}, {P1, P2});
betaz (K2 CO—alfaz Ca) Kl betaz CO 4 Dz b alfaz Ca

Pi= 2=
Kl betaz + Deb K2 7 Klbetnz + Dz b K2

Zim&juma (1.att.) ir redzama koncentracijas ¢(z) atkariba no z koordinates,

(L, =1c,=04,c,=2.0a =20, =0,D,=10",b=2,4335).

Concentraton o=af2) Dz=0 2010

o
0 02 04 k] o8 !

1.att. koncentracijas C(z) atkariba no z koordinates

Secinajumi
1. Parastais diferencialvienadojums satur neatkarigu argumentu, nezinamu funkciju
un nezinamas funkcijas atvasinajumu viena punkta.
2. Diferencialvienadojumi tiek plasi izmantoti dazadas tematikas uzdevumu

risinaSana matematika, fizika, kimija, tehnika un citas nozares.

37



RT 20. starptautiska studentu zindtniski praktiska konference

REZERNES TEHNOLOGIU AKADEWIIA Cilveks. Vide. Tehnologijas

3. Matematiska modelésana dod iesp&ju izpétit kada procesa vai objekta 1pasibas un
saskatit taja esosas likumsakaribas, kas ir svarigs posms sistému projektésana un izveide.

4, Procesa matematiska modeléSana tiek realizéta ar diferencialvienadojuma
palidzibu.

5. Lai atrastu diferencialvienadojuma atrisinajumu, vispirms jadefiné sakuma
nosactjums jeb Kos1 uzdevums sakuma momenta.

6. Datorprogramma Maple ar specialu operatoru palidzibu nodrosina plasas iesp&jas
diferencialvienadojumu risina$ana un grafiskaja att€losana.

7. Ar diferencialvienadojumu palidzibu tika atrisinati un analizeti tadi procesi ka

sals Skidinasana tideni un viendimensiju difiizijas probléma z-virziena, kas tika arT sekmigi
modeléti ar datorprogrammas Maple palidzibu.

8. Autoru izvirzitie uzdevumi darba gaita tika izpilditi, un mérkis — izpétit
diferencialvienadojuma sakuma nosacijuma problému un veikt tas matematisko modeléSanu
Maple vid€ — ir sasniegts.

Summary

Scientific research is based on analyzing different problems, which can be rather
complex. To fully describe a physical process, it is necessary to define an initial value problem,
also known as Cauchy problem. It consists of a differential equation itself and its initial
condition, which is a value of the unknown function at a given point. Higher order differential
equations will require more initial condition values.

In order to do further analysis on data, a mathematical model should be created. It is a
visual or mathematical representation of an object or process in form of a graph, diagram or
description. Modeling is essential when researching or projecting certain systems to gather
information about their properties and regularities.

Maple software using numerical methods offers a wide range of options for solving
differential equations. The main command for this purpose is ,,dsolve (vjd, main, numeric, opc)”,
where ,,opc” is a numerical method. By default it is ,,rkf45”. To define a differential equation,
an operator ,,diff(y(x),x,x)” is used. Command ,,rhs” returns the right-hand side of an expression
and ,,unapply” defines the result as a function. Operator ,evalf” numerically evaluates
expressions, but ,,subs” substitutes sub-expressions into an expression. It is also advised to
simplify the function using ,,simplify” and create a graph with ,,plot” operator.

The first mathematical model that has been created describes salt dissolution in water.
Insoluble substance that contains 10kg of salt is put in a 901 water container. In 1 hour a half of
the original amount of salt dissolved. Speed of the dissolution is proportional to the remaining
salt and the difference between saturated and current solution concentrations. Problem has been
solved analytically and with Maple software.

The boundary problem of first order differential equation with Robin's boundary
conditions is solved — the solution consisting of hyperbolic sine and cosine functions is found.
Taking into account the given boundary conditions, the functions of solution's coefficients are
found. The graphical representation of concrete boundary problem is given.
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